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0. INT'RODUCCION

En el primer trimestre de 1972 el Il\TE realizá en España una encuesta sobre

diferencias relativas de renta. Esta encuesta forma parte de un proyecto inter-

nacional sobre comparación de rentas elaborada por Ia Conferencia de Es^tadís-
ticos Europeos, al que se adhirió nuestro país conjuntamente con otros siete
pafses,

En el presente estudio nos propanemos utilizar los resultad^os ► obtenidos de
dicha encuesta en España para comparar distintas medidas de desigualdad de
renta. E1 esquema de nuestra exposición será el siguiente. En el epígrafe 1,

resumiremos las características y los conceptos de esta encuesta basá,ndonos en
la monografía publicada por el INE (1974) y en varios documentos de la Confe-

rencia de Estadís^ticos Europeos. En el epígrafe 2 examinarernos seis rnedida,s de

desigualdad de la renta que utilizaremos en nuestro estudio. Finalmente, en el

epigrafe 3 aplicaremos estas medidas y analizaremos los resultados obtenidos.

1. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DE LA ENCUESTA DE DIFERENCIAS

RELATIVAS DE REI^TTA

En España el tamaña de la muestra para esta encuesta se fijó en 10.00o vi-

viendas. E1 colectivo investigado, a diferencia de otros países en que comprendía

toda la pobiación, se limitó a aquellas hogares cuyas cabezas fueran asalariados

o inactivos. Las rentas se refieren al aí^io 1971.

Se considera como perceptor de renta a toda persona que durante el período

investigado haya recibido cualquier tipo de renta, incluyendo a trabajadores
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familiares, estudia.ntes que trabajen estacionalmente, etc. Por fltra parte, se con-
sidera perceptor activo a toda persona que durante el período investigado haya

percibido rentas como retribución a su actividad. Dentro de los perceptores ac-

tivos se distingue entre los regutares --aquellos que llevan a cabo una actividad

productiva remunerada durante siete o m^,s meses del año cubierto por la en-
cuesta-- y los eventuales. Entre estog últimos siempre están incluidos Ios traba-

jadores familiares. En la explotacián de l^os datos se han considerado tres uni-

dades de referencia: hogar, persona y perceptor activo.

En esta encuesta los tipos de renta que s^e han manejado han sido los si-

guientes: renta primaria, renta distribuida de los factores y renta disponi^le.

al La renta primaria está integrada por el conjunto de retribuciones brutas

al factor trabajo y por el conjunto de rentas de Ios empresarios individuales.

Egtas últimas entran a formar parte de la encuesta sólo en el caso de que el

cabeza de familia sea asalariado, jubilado, retirado o rentista.

bl La renta distribuida de k^s factores es la suma de la renta primaria y

de las rentas derivada.s de la propiedad.

c1 La renta disponible se obtiene añadiendo a la renta distribuida de los

factores las trans^ferencias corrientes percibidas y deduciendo las transferencias

corriente^s p►agadas.

Las características de clasificación que serán tenidas en cuenta en el estudio

comparativo de las medidas de desigualdad son las siguiente^: categoría socio-

económica del cabeza de familia, edad del cabeza de familia, número de percep-

tores activos del hogar, tamaño del hogar, tamaño del municipio, nivel de ins-

trucción de los perceptores activos, edad de los perceptores activos y categoría

socioeconbmica.

2. MEDIDAS DE DESIGUALDAD DE LA RENTA

A partir de los datos^ publicados de distribución por decilas de la encuesta

de diferencias relativas de renta, vamos a realizar un estudio comparativo entre

diferentes medidas de desigualdad. Concretamente hemos seleccionado ias si-

guientes medidas de des^igualdad: al el coeficiente de concentración de Gini tIG );

bl el porcentaje para máxima igualdad (E); cl la medida v de Frigyes (MVF);

dl la varianza de los logaritmos de la renta (VLR); el la medida de desigualdad

basada en la teoría de la información ponderando con participación en la ren-

ta (IYX); f) la rnedida de desigualdad basada an la teoría de la información pon-

derando con participación en la población (IXY). Las tres últimas medidas consi-

deradas tienen la ventaja de que permiten tratar diversos niveles de agregación.

A continuación pasamos a des'cribir cada una de estas medidas, señalando la for-

ma en que se han aplicado a las distribucianes por decilas.
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2.1 Indice de concentración de Gini

E1 indice de concentración de Gini es sin duda la más popular de las medidas

de desigualdad. Está estrechamente conectada con Ia curva de Lorenz.

En una disftribución de frecuencias, ordenada de menor a mayor participación

en renta, designaremos por y^ y por x^ a la participación -expresada en tanto

por uno-- en la renta y en la poblacián total de cada grupo; a Ias correspon-
dientes frecuencias acumuladas las designaremos por ya y por aca: La curva de

Lorenz se obtiene, como es sabido, representando los pares de valores (xa, ya)

y uniendo mediante líneas rectas cada par consecutivo, y ademá,s (xi, y;^ con el
origen, se,gún puede verse en la figura 1 en la que se han considerado cuatro

intervalos.

X X X2 3 q,

Participación en población

FIGURA 1. Curva de Lorenz

E1 índice de Gini se define con referencia a la Sgura anterior mediante la
siguiente expresión:

Area rayada Area a OAB - M
IG = -^- _

L1 OAB Area © OAI3
[1l

donde M es el área existente debajo de la curva de Lorenz.
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Si las participaciones en población y en renta están expres^adas en tanto
por uno, el área del triángulo ^ OAB será igual a 0,5, y el índice de Gini to-
mará el siguiente valor:

IG=1--2M [2]

Para evaluar M, se puede descomponer esta superficie en tantos trapecios

rectángulos camo intervalos considerados, según puede verse en la flgura 1. [En

realidac^ la flgura correspondiente al primer intervalo es un triángulo rectán-

g►ulo, pero a efectos del cálcu1o lo podemos considerar como un trapecio rec-

tángulo que tiene una base nula. Cada trapecio tendrá como bases y ^_, e y^ ; y

como altura, xi, variando i desde 1 hasta h, siendo h el número total de inter-

valos (lógicamente, yo ^ o). )

De acuerdo con esta evaluación de M, (1 G) se puede expresar de esta forma:

K

IG = 1 - ^, (Yi-i + y^} xs
t=1

[3]

Ahora bien, en una dis^ribución por decilas K= 10, y x^ tiene un valor cons-

tante e igual a o,i. Por otra parte,

y;=^+Y^
}^1

Sus^tituyendo este valor de y^ en C3l :

[4]

io ^-i r s
I G.- = 1-- ^^ Y f-}- ^ Y f X 0,1 =©,9 - 0,2 X^(10 -- j) y} [ 5]

i^l 1=1 1 -1 }^1

2.2 Porcentaje para máxima iguala^ción

E1 porcentaje para máxima igualación es la medida más fácil de cálculo de

Ias que hemos seleccionado. En la m^nografía que ha publicado el INE (19?1)

con los resultados de la encuesta de diferencias^ relativas de renta aparece calcu-

lada en todas las distribuciones por decilas. Esta medida se determina mediante

la siguiente fármula.

E=^ Ílo yt - io) ie]
yt < 0,10

donde y^ es la participación en renta de la decila i.

Siguiendo a la definición quei se da en el documento elaborado ^►^r la Oficina

Estadistica Central Húngara (1973, p. S), E indica el «porcentaje de la renta total
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del conjunto considerado que debería transferirse desde los grupos de decilas

cuya participación excede del 10 por 100 a aquellos^ c.on participaciones menores

del 10 por 100 con objeto de alcanzar una cornpleta igualdad^ ► .

2.3 La medida v de Frigyes

Frigyes (1965) propuso tres medidas para caracterizar la desig'ualdad de la

distribución de la renta. Posteriorrnente, ^lteti^ y Frigyes (19f8) (1) analizaron

sus propiedades, especialmente para el caso de que la distribución de la renta

fuera del tipo 1ogarítrnico normal.

Estas medidas se definen mediante las siguientes fórmulas:

u -

donde

rn m ^^
-- • v - ^►v
m^ ' mi -

m - E (R)

m^ - E (R/R < rrt)

mz .- E (R/R > m)

^n.^^

m
[71

C8l

C9l

[14I

donde R designa la renta de una unidad perceptora seleccionada al azar.
De acuerdo con las anteriores expresiones, v pu.ede interpretarse como las veces

en que la renta media de los situados por encima del promediQ excede a la media
de los situados por debaj o del promedio.

Interpretaciones análogas pueden darse a las medidas u y w. Mientras se puede
afirmar que v es una medida de desigualdad del conjunto de rentas, u y v pueden
considerarse cornro indicadores de la desigualdad de la renta en los tramos^ infe-
rior y superior a la media, respectivamente.

Según ^ltetó y Frigyes, estas medidas de desigualdad cumplen Ios siguientes

requisitoa: , -^ ' " ^
.^ .

a^ ^ienen una interpretación económica plausible.
b^ Son fáciles de calcular a partir de datos agrupados.
c^ Ademá,s de medir el grado de desigualdad de la renta, son también sus-

ceptibles de descomposición en factores, pudiéndose determinar la c^ntribución
de cada factor a la desigualdad de renta.

d) Estas medidas tienen una interpretación geométrica s^imple que se relacio-
na con la curva de Lorenz.

e) Para la mayor parte de las funciones de distribución que se estudia en la
teoría de la distribución de la renta, los indicadores propuestos pueden expresarse

en f^rma simple en función de los parámetros de la distribución.

(i) Estos autores indican que en una investigaci©n independiente, RABKINA (1967) aplicó tarnbién
un indicador de desigualdad análogo a la v.
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No vamos a entrar aqui a examinar cada uno de estos puntos. Unicamente

vamos a comentar el punto e) y analizar los problemas que se plantean al calcu-

lar estos indicadores a partir de una distribución por decilas.

En cuanto al punto c^ señala,remos que las pasibilidadeg de descomposicián

de estos indicadores son mucho más limitadas que en el clásico aná,lisis de la
varianza, ya que la fact,orizacián a que aluden los autores solamente puede llevarse

a cabo con variables cuantitativa^s.

Cuando los datos están agrupad^as por ;ntervalos, la media no coincidirá, salvo

accidente estadistico, con el final de un intervalo. De todas formas, mediante inter-

polación se pueden obtener estimaciones de los individuos con renta superior e

inferior a la media para el intervalo en el que se encuentra esta última. Sin

embargo, cuando el investigador únicamente dispone de la distribución por decilas

el problema se complica aI no conocer los limites de cada intervalo, con Io que

la interpolación tendrá un carácter much^o más arbitrario. Por esta razón hemos

preferido en este estudio operar con decilas completas, de forma que si con una

decila recibe una participación superior al 10 por 100 con5ideremos que todos los

individuos de esa decíla perciben una renta superi^or a la media y aná,logamente

razonaríamos+ para las decilas con participación inferior al 10 por ioo.

De las tres medidas propuestas por los autores utilizaremos para estudios com-

parativos únicamente la rnedida v.

2.4 Varianza de Ios Iagaritmos de Ias rentas

En principio podrfa esperarse que tanto la varianza de los logaritmos de las

rentas como la varianza de las^ rentas, son utilizables como medidas de concentra-

ción. Sin embargo, esta última no tiene ningún interés por ser una medida de

carácter absoluto y, por tanto, no susceptible de aplicación en estudiAS compara-
tivos. A1 tornar logaritmos de las rentas, ia varianza se convierte automáticamente

en medida relativa, con la ventaja adicional de que se puede desagregar en diversos

niveles. También el coeficiente de variación al cuadrado de las rentas seria una

medida de carácter relativo, pero con la desventaja de que pre^senta problemas a
la hora de desagregar [ véase Theil t 1967) , p. 1251.

Una vez hechas estas consideraciones, pasamos a examinar la varianza de lfls

logaritmos de las rentas y su descomposicián,

Sean:

rri^s - renta percibida por el individuo i perteneciente al subconjunto s,^, para

m ! 1,2, ..., M.

N,r - número de individuos que integran el subconj unto Sriti.
M

N ^ ^ 1 N.^.

Si designarnos por G y por G^ a las medias geométricas de la renta en el
subconjunto m y en el total, respectivamente, tendremos las siguientes expre-
siones:
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1 N„a
l^og Gm =

Nm

^ lOg rmi
i=1

1 M N^ M N
log G= ^^ log rmi ^^ ^ log Gm

N ,^=^ ^^^ m=t N

45

[12]

De forma equivalente se pued® considerar a log Gm y a log G como las me-
dias aritméticas de los logaritmos de las rentas en el sub^onjunto Sm y en el

total respectivamente. La varianza de los logaritmos de la renta para el total

y su descomposición vendrían dados de acuerdo con el análisis clásico de la va-

rianza por la siguiente expresión:

M N,^

VT -- 1 ^ ^i rlog rmt - ]rog ( ►̂ 2 ^
N ^n^l s=1 ` y

1 M 1 M N,^

.^ N ^ Nm (log G,^, - log G)^ + N ^^, ^log r,m^ -- log Gm,^^
m^l rn-1 t^l

o alternativamente por

M N,^

^ - 1 ^ ^
T ~ N m^l i^l

log rmi

G

2 M ^ M

_^ Nm r log Gm ^, Nm+ .^.r
+ m_1 N i G m-1 N

Para simplificar t 14l vamos a utilizar la siguiente notación:

a
Nm log G ^`
N G

1 N ^.

^I T,n = t,4

Nm

rmi
log -

Gm

2

1 N,^ ^ r 2

^ ` log
rnZ

t^Y

[13)

[14]

[15]

donde VES es la varianza de los logaritmos de renta entre-subconjuntos y ^Im es

la varianza de los logaritmos de renta del subconjunto h Cintrasubconjuntos^.

Sustituyendo las anteriores expresiones en [ 14 ] tendremos^ finalmente:

M N
rn

^
V T^` vE S^ ^ ►i =^ N V I m

t G ►n J

[ 171

E1 primer término del segund,o miembro de [ 1? l es Ia varianza de los Ioga-

ritmos de la renta entre-subconjuntos, mientras que el segundo término es una

media ponderada de las varianzas de los logaritmos^ de las rentas intra-sub-

conjuntos.
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Como hemos visto, la varianza de los logaritmos de la renta es una medida

relativa con posibilidades de desco^nposición. Además es una medida adecuada

en el caso de que las rentas^ tengan una distribución lognormal.

Como inconvenientes de esta medida señalaremos los d^os siguientes:

1. No está relacionada con la media aritmética, sino con la media geomá-

trica, lo que di8culta la interpretación de los resultados obtenidos.

2. En el caso de que existan rentas nulas --y este problema se presentará^

en nuestra aplicación----, no se pueden calcular.

En ia aplicación a la distribución por decilas de la varianza de l.os logarit-
mos de la renta utilizaremos la siguiente notación:

ymt = Participación en renta de la decila i en el subconjunto Sm.

Rm = renta deI subconjunto S,^.

Por otra parte. N^, N y r„^t conservarán el significado que les dimos al co-

mienzo del epígrafe.

En base a esta notación, se pueden establecer las siguientes equivalencias con

las fórmulas que hemos establecido anteriormente:

lU

iOg Gm = 1 ^ log y„1t -}- log R^
10 taz

1 ia 1 io
j^^m = S^ IOg y m, --- ----- ^ log yrn t

10 i^i 10 :^^

M N (^ 1 lU M ^
I mVES = ^ ---- -^-a Iog Yrni -i` log Rm -- ^,

^^1 N L l0 t:t ,►^=t N

1'
1 lU

^ log y,,^t + iog R,^
10 z=1

,z

[18l

[19)

t201

A partir de las anteriores expre^i^ones, teniendo en cuenta [ 121 se calcula de

forrna inmediata VT.

2.5 Medlda de igualdad basada en la t,eoría de la información p©nderando

par participación en renta

Como una introducción a la teoría de la información se pueden consultar en

lengua castellana ios trabajos de Arr.aiz E 1960) y Vegas t 1969) . En lo que se refie-

re concretamente a su aplicación a la distrrbución de la renta debemos destacar

la obra de Z'heil (1967) , que es la que seguiremos en nuestra expos^icián, como

ya hicimos en nuestro anterior trabajo. [ V^ase Uriel t 1974 ), l

Antes de analizar las medidas de desigualdad de distribución de la renta basa-

das en la teoría de la información, examinaremos brevemente los conceptos gene-

rales de esta teoría.
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2.5.1 CONCEPTOS GENERALES SOBRE LA TEORÍA DE LA INFORMACIÓN

a) Información contenida en un mensaje

Sea un suceso E cuya probabilidad de presentarse es p. Si recibimos más tarde

un mensaje que nos dice que efectivamente ha ocurrido el suceso E, entonces la

informacián contenida en el mensaje será tanto mayor cuant,o menor sea la proba-

bilidad p de que se presente dicho suceso.

Si deseamos medir la información contenida en un rnensaje en términos de

la probabilidad que tenemos previa a su llegada, es lógico elegir una función

decreciente. La función que se acostumbra a utilizar para este fin es la siguiente:

h(p^ = log 1 [ 21 l
P

E1 m,otivo fundamental de esta elección radica en el hecho de que en el caso

de dos o más sucesos independienies esta función cumple la atractiva propiedad

de aditividad. En efecto, siendo Ei y E2 los sucesos independientes con probabilida-

des pi y p^, si un mensaj e af irma que se han presen tado conj untamente arnb©s

sucesos, entonces la información contenida en el mensaje vendrá dada de a^cuerdo

con [211, por

h (pl, p2) = log ---1 - = log --1-- -^- log ---1- = h (pi^ + h (p$Ĵ
P1 P^ P, P^^

[22]

Se toma coma unidad de información la que corresponde a un mensaje cuya

probabilidad es p= 1 cuando se utilizan logaritmos de base 2. Se dice entonces
2

que la unidad de informacián es un bit («binary digit^ ). En la teoría de la infor-

mación también s^e suelen utilizar 1©garitmos neperianos, en cuyo caso la unidad

de información es un nit. Como log^ 2= 0,^93 = 1/1,443, la relación entre un bit y

un nit es inmediata:

1 bit - 0,693 nit 1 nit = 1,443 bit

En la figura 2 se indica en bits y en nits cómo varía h(p) al variar p.

A la función [211 se puede llegar también como resultado de establecer una

axiomá,tica. Para más detalles, véase Theil (1987, pp. 5 y e) y Khinchin (1957, pá-

ginas 9-13) .
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Probab'rlidad de X

FiGVRA 2

bl Entropía de urux^ distribución

Antes de definir el concepto de entropía, y con objeto de darle una mayor

generalidad, vamos a considerar un sistema completo de sucesos E1, ..., El, tal que

uno de ellos tiene que presentarse necesariamente. Sus probabilidades respectivas

son p^, p^, ..., pn; por tanto, se verificará que

n

^ p= ^ 1 : p! ^- 0 i= 1, ..., n
t=^

C23]

EI mensaje que se reciba nos dirá a posterit^ ► ri cuál de es►tos sucesos se ha pre-

sentado. Sin embargo, a partir de las probabilidades exi^stentes a priori se puede

determinar la informacián esperada de dicho mensaje. ^onsiderando a h(pi^ como

una variable aleatoria y a p{ como su probabilidad correspondiente, la determina-

ción de la informacián esperada equivale a calcular la esperanza matemá,tica de

es^ta distribución, es decir:

rx n n

H(p^ =^ p^ h(pf) _ ^ p^ log --- ^ pt log pi C24]
i^i t^,t pi t_i

Precisamente a H(p} se la denomina entropía de una distribución. La expre-

sión C24 ] nunca puede ser negativa, ya que es una media ponderada de valores

h(p^^ no negativos con pesos (p^^ tambión no negativros. Unicamente surge una

indeterminacián cuando un p^ = 0; entonces el producto pi log 1 es de la
1^ s

forma Ox (- ^%), pero tomando límites se ve inmediatamente que esta expresión

tiende hacia cero.

Veamos ahflra el intervalo de variación de H(p}. El mínimo valor de H(p^ es

cero, que se presenta cuando un pi = 1 y los restantes p^ = 0 para j^ i. Es evi-
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dent`^ que si tenemos una certeza absoluta de que se va a presentar el suceso E,

la informacián esperada de un mensaje será nula.

La deterTninación del valor m^.ximo de H(p^ implica maximizar esta función

sujeta a la restricción de que ^ p^ = 1. Utilizando multiplicadores de Lagrange, la

expresión a rnaximizar es la siguíente :

n

S ^ -- ^ p^ log p^ -- ^,
s_x

^
^ p ^ -- 1
^ic

[25I

Derivand^o parcialmente S con respecto a cada p; e igualando a 0, obtendremos

-en el caso de que los logaritmos de [ 25l sean neperianos-- las siguientes expre-

siones:

-- 1- log ps - ñ, -- 0 i^ 1, ..., n [26l

A partir de [261 observamos^ que, cualquiera que sea i, resulta que log p^ _

_-1-- ^.; por tanto, todos los p^ serán iguales entre sí, lo que necesariarnente

lleva a que

p^ ^
1

n
i = 1, ..., n C271

En resumen, la máxima entrQpía se logra cuando todos^ los sucesos son igual-

mente verosimiles. Cuando esto ocurre antes de recibir el mensaje existe la má,-

xima incertidumbre, por lo que el mensaje que recibamos contendrá la máxima

información o má,^cima entropia.

Información esperada de un mensaje indirecto

En los dos apartados anteriores hemos considerado que el mensaje que reci-

bfamos nos indicaba qué suceso se había presentado efectivame^nte. Ahora vamos

a tratar el caso en que el mensaje nos informa únieamente que la probabilidad

a priori de que se produjera el sucesa Et (a la que hemos designado por p=) se

transforma en atra probabilidad a posteriori, a la que designaremos por q^. Esta

información nos la suministra el mensaje para el sistema completo de sucesos.

Para estas probabilidades a posteriari (q^, ..., qn^ se verificará también que

n
^q^-1 ; qi^0 i-1,...,n
t=1

C28]

Supongamos ahora por un momento que el mensaje nos indica ^solamente la

probabilidad a posteriori, qt, del suceso Ei. Dada la probabilidad a priori, pt, la

informaci©n contenida en el mensaje que nos dijera que se había producido E^
sería h(pf^; en cambio, si dada la probabilidad a posteri^ori, qt, nos llega otro

mensaje afirmándonos que se ha producido efectivamente E^, entonces su con-

ESTADISTICA ESPAÑOLA.--4
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tenido de información sería h(q!). Así, pues, el cambio que se opera al pas^tr de

h(p^) a h(q^) es el resultado del mensaje que transforma la probabilidad a pri©ri,

p,, en la probabilidad. a posteriari, qt; la información neta contenida de dicho

mensaje será la d.iferencia h(p^) -- h(q^) ^ 1©g qz^pi.

Puesto que un mensaje indirecto afirma que la probabilidad de Ei es q^ y la

información añ.adida es log qi^p^, la información esperada de este mensaje indi-

recto será

n

1 (4r : p) _^ q= log Q=
^=i pi

2.5.2 LA MEDICIQN DE LA DISTRIBUCIÓN DE LA RENTA A PARTIR DE LA TEORfA

DE LA INFORMACIÓN

[29]

Si considerarnos un colectivo de N individuos, cada uno de ellas percibirá una
fracción no negativa de Ia renta total del colectivo. Designando por yt la fracción
de renta total que percibe el individuo x-ésimo, se verificará que

N

^ Yi = 1 : Yi ^ 0 i.- 1, ..., N
t^i

Si calculamos la entropia para la anterior distribueión tendremos que

[30]

N 1
` lH t ) ^ i311y -= Y^ og

i=i y t

Cuando para todo y^ se verifica que y^ _ -= es^taremos ante un casc► de con-
N

centración mínilna fl completa igualdad de renta. Dicho caso coincide precisa-
mente con la máxima entropía, es decir, para la cual H ( y) toma el valor log N.

Por el contrario, cuando la fr^,cción renta de un individuo -por ejemplo,
el y f--- es igual a 1, la concentración o desigualdad de renta será má,xima. Se ve
claramente que en dicho caso H ( y ) es igual a cero.

En vista de lo anterior, la entropía puede contemplarse como un estadistico
que nos mide la igualdad en la distribución de la renta.

Si el valor de la máxima entropía ( log N), para el que se da una igualdad

completa entre las diferentes rentas, le restamos H(y ), obtendremos una medida

de desigualdad de la renta. Analíticamente,

N N yz

iog N-- H cy) ^^ y^ log N y^ =.̂  y1 log - [32]
i^, ; ;1 1/N

En la expresión anterior, 1/N es la renta que correspondería a cada individuo

en el caso de completa igualdad. Si hacemos 11N .-^- x;, se puede interpretar a xí

como una probabilidad a priori y a yt como una probabilidad a posteriari. De

acuerdo con esta interpretacián [ 32 l seria la información esperada de un mensaj e

indirecto; es decir,
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N yt
I(y : x^ _,^ y ^ log --

^^^ x^
[33l

Por motivos que se verán al tratar el problema de la agregación, es preferible

utilizar [ 33 l en lugar de [ 311 como instrumento para estudiar la desigualdad de

la distribución de la renta.

Puede observarse fácilmente que 1(y : x^ varía entre cerfl (completa igual-

dad) y log N(máxima desigualdad) . En efecta, cuando yi = x^, para toda i, re-

sulta que I(y : x) = 0; por otra parte, si yt, por ejemplo, es igual a 1 e y f, para^..
1 = log N ( 2) . Comparando elj^ i, es igual a cero, entonces I(y : x) = log

1/N

estadístic^o 1(y : x) con el índice de Gini observamos +que el límite inferior coin-

cide, pero no el límite superior. En el índice de Gini, el límite superior es siem-

pre 1, mientras que en el estadístico I(y : x) este límite superior es variable,

aumentando a medida que se va incrementando el tamaño de la población. Cabe

preguntarse: ^Es esto un inconveniente de nuestro instrumento de medida? Vea-

mos qué respuesta puede darse a este interrogante.

En una sociedad con dos individuos en que yl = 1 e y^ = 0, el índice de Gini
tamará el valor 1; de igual forma, en una sociedad con 1.000.00o de individuos

en que yl = 1 e ys = 0 para i^ 1, el í.ndice de Gini también tomará el valor 1.

Los valores de 1(y : x) serían, respectivamente, log 2 y log 1.U00.040. Ah,ora bien,
parece en principio razonable pensar que la segunda sociedad considerada es
mucho rnás injusta que la primera. Nuestra segunda sociedad sería comparable
a la primera si la mitad de sus individuos percibe una fracción de renta de 2/N

cada uno, mientras que la otra mitad no percibe nada. En ese caso,

1V ^ 2

I y:x .- ^2JNtog 2J -log2( ^ i^l 1JN [34l

que es precisamente el resultado que habíamos obtenido con la injusta siciedad

de dos índividuos.
Dejando aparte este punto, dos propiedades que son deseables que cumpla

cualquier indicador que trate de medir la desigualdad en la distribución de la

renta son las siguientes:

1.a E1 indicador no debe alterarse cuanda todas las rentas varfan proporcio-

nalmente.

2." Si en principio ei individuo i percibe una fracción de renta superior al

individuo j(es decir, yi > y^), y posteriorrnente el individuo j va incrementando

su renta a expensas exclusivamente del individuo i(es decir, manteniéndose cans-

tante y^ + y^), la medida de desigualdad de la renta debe ir decreciendo hasta

el punto en que yi = y^, suponiencto, claro está, que las demá,s rentas permanecen

inalteradas en todo este proceso.

(2) Para llegar a este resultado es preciso tomar límites, ya que se presentan indeterminacio-
nes del tipo Ox (- ^).
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En lo que respecta a la primera propiedad, se ve inmediatamente que el es=
tadfstico [33[ la cumple, ya que las rentas est^.n expresadas como fracción de
la renta total. La segunda propiedad también la cumple 1(y : x) s+egún vamos a
ver al tratar el problema de la agregación, clal que pasamos a ocuparnos a con-
tinuacián.

Supongamos, como en el apartado 2.4, que en una población de tamaño N s^e

pu®den considerar M subconjuntos: Sl, ..., S^, de forma que cada individuo per-

tenezca a uno, y sólo a uno, de estos subconjuntos.

En primer lugar vamos a examinar los problemas de agregación de H(y) para
después pasar a I(y : x). Una formulación equivalente c^e [31l sería la siguiente;

BSTADI3TICA ESPAÑOLA

M 1
H (y) = ^ ^ ^ yi log [35l

m=1 ^ ieS y1

Si denorninamos

YM =^ y^ m^ 1, ..., M [36)
fF.Sm

yi 1,
Hrn (y) - ^, log

^^S,n Ym ytrYn^

M y^ 1/Ym ivr
H (y) _ ^ Y,^ ^ 1©g . _ ^

mMl LeSm ^m yi^^m m^l

M

^ ^

m=1

^ 1 1
Ym ^ y L log -}- 10 g

Y Y
teSm ^n ^` 1)i v^/^T7i

1 Nt 1 M
Ym log^ -}- Ym Hm (y^ _ ^ Ym, log ^, -}- ^ Ym Hm (y)

m m^l m m^l

[37l

[381

El primer término de la última igualdad de [38l es la entropía entre-subcon-
juntos, mientras que el segundo término es una media ponderada de las entropías
intra-subconjunt©s.

Sí estamos comparando varios subc^njuntos, sería lógico esperar que la en-
tropía entre-s^ubc^onjuntos alcance su máximo valor cuando la renta per cápita
de todos los subconj untos sea igual. Sin embargo, el primer térrnino de la última
igualdad de [38) alcanza un máximo valor cuando, para todo, Ym - 1/M (es

decir, cuando todos los subconjuntos tienen Ia misma renta totall, en Iugar de
hacerlo cuando la renta per cápita es igual en todos los subconjuntos. Este hecho
invalida a nues^tro instrumento H(y) para realizar comparaciones entre subcon-
j untas de individuos.

Veamos qué sucede si aplicamos I(y : x) en vez de H(y). De acuerdo con la
última igualdad de i 3S l, y teniendo en cuenta [ 32 l y[ 33 ), la medida de desigual-
dad de la renta 1(y : x) se p^xede expresar de esta forma:

N yc
j(y:x)-^^y^log-x--=
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M

= log 1y -- ^ ym log .
rn=1

l ^ ^, ym j^m (y^ _

Ym ►►1-1

= log N-^ Ym log Nm -^ Y„^ log 1- +
m^ 1 rr^ ^ 1 ,^ y m

M

-F- ^+ Ym ^log Nr,^ -' Nm Cy^^ _
m=1

- M Y lo Ym M Y. ----t- lo yi^ym
^ m g N N+^ m^ Y g 1 Nrn_1 m^ »i^-1 ieS^n m. / m
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[ 39l

E1 primer término de la última igualdad de [39l es la medida de desigualdad

de renta entre-subconj untos, mientras que el segundo es una media ponderada

de la desigualdad de renta intra-subconjuntos. Por otra parte, puede comprabarse

que dicho primer término es cero cuando Ias rentas per capita de los M subc^n-

juntos san iguales. En efecto:

Ym

renta de Sm N„^ x renta per capita de Sm

- renta total N X renta per capita del conjunto total

En caso de que todas Ias rentas per capita sean iguales, resultará que

Ym =
Nm

N
[40l

Si Yrn, = N^1/N, es evidente que log Y,n/ (N,,,/N^ .r 0 y, por tanto, también será
igual a 0 el primer término de la última igualdad de [ 39l .

Si denominamos

N
Xm = Ñ : participación de Srn en la población total, para m =-- 1, ..., M;

z^ = y; : participación del individuo i en la renta de Sm, para iESm;
Ym

v^ .- 1 : participación del individuo i. en la población de Sm, para iES,^;

Nrn

IES (Y : X) : medida de desigualda^d entre subconjuntos;

Ilm (z : v^ : medida de desigualdad dentr4 del subconj unto S„^,

entonces [ 39 ] se puede expresar por cualquiera de estas dos formas alternativas:

MY
^r Y^ lOg y^ _^, Y^,, log

>r` -}- ^, Ym ^ Zt log
i--1 xt. ni_1 Xm m=1 ^Esm

z{

vt [41 ]



g{ EBT/lDIBTICA ESPAÑOLA

M

1 (y • x} = jas (Y : ^ + ^ Y,^ Ir^ (z : v}
m^i

[4a1

A partir de los desarrollos anteriores vamos^ a examinar ahora si 1(y ; x} cumple

la segunda propiedad enunciada anteriormente.
Supongamos que el subeonjunto S, está integrado por los individuos i y j.

Su participación en renta dentro del subconjunto será, respectivamente, z^ y zf,

con z: -#- z; = 1. Por otra parte, su participación en la población dentro del sub-

conjunto será lógicarnente vi = 1 y v j= 1. En consecuencia, la des^gualdad
2 2

de rentas dentro del subconjunto S1 adoptará la siguiente expresión:

IIl z; v .= zi log Z` + z j lqg Zi = zt log Z;-- + zi log Zi [ 431
( } v^ v^ 1^2 1^2

Consideremos la situacidn inicial en que z^ > 0, z f> 0 y zi > z^. Si a partir de

esta situación inicial, z^ va creciendo hasta llegar a z^ = zt, el estadístico 111 t z: v)

irá, disminuyendo de valor, llegando a cero precisamente cuando la participación
de los dos^ individuos es igual, es decir, cuando no existe desigualdad de renta.

Por el c^ontrario, si a partir de la situación inicial se incrementa el valor de zt,

el estadístico 111 (z : v) crecerá, también. La cota máxíma se alcanzar^, cuando zt = 1

Cy, por tanto, z} - 0} en que IIl (z : v) = log 2.

En resurnen, vemos que el estadístico Ill (z : v) aumenta de valor cuando se in-

crementa la desigualdad de renta existente dentro del subconjunto S1, mientras

que disminuye en casb contrari,o.
Volviendo a[41 I, ó [42l , se observa que una variac;ón de lim Cz : v) implicará

una variación en el rnismo sentido de 1 ty ; v) ponderada por el peso Ym, en el

supuesto de que Y,^ Ey también las rentas de los individuos pertenecientes a los
restantes subconjuntos^) se mantenga inalterada. Analíticamente,

,a1 (y:x) = YmL^Im (z:v) [44)

ya que lfls cambios internos en Iim (z : v) no afectan al resto de la expresión [421,

siempre y cuando Y„^ se mantenga inalterada, como hemos supuesto. De esta for-
ma queda demostrada la segunda propiedad considerada.

Al comienzo de es^te epígrafe hemos indicado que en el análisis comparativo
íbamos a utilizar d4s medidas basadas en la teoría de la información. La primera

de ellas t1YX) viene dada por la expresión [421. En su aplicación a los datos de

la encuesta de «Diferencias relativas de renta^, el significado concreto dado a zt

v^ es el siguiente:

zl = participación de la decila i en la renta de Sm, para i e 5,^.

vi - Q,la.
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La segunda medida basada en la teoría de la información (IXY) yiene dada por

M X^ M y^
1(x : y) =^, Xm log Y +^ Xm ^ v^ log

m=1 m m^l i«S.71 ZL

M
= IES (X : Y) -}- ^, Xrn IlM (v : Z)

m=z
[45l

En la expresión [45] se invierte, con relación a la expresión [421, el papel ju-

gado por x e y, interpretándose I(x : y) como la informa^ción esperada de un

mensaje indirecto que transforma las probabilidades a priori, yi (participaciones^

en renta), en las probabilidades a posteriori, xi (participaciones en población) .

En [42l las ponderaciones son las participaciones en renta, mientras que en [45l

las ponderaciones son las^ participaci ►ones en población. Este hecho puede afectar

de forma considerable al resultado final. Pensernos, por ejemplo, en la aplicación

a la distribución de la renta per capita en todo el mundo: en el caso de I(y : x)

el resultado final estaría en su mayor parte determinado p^or la renta de los países

de la O^CDE; en cambio, al aplicar I(x : y) la influencia de la población de los

paises del Tercer Mundo sería decisiva en los resultados.

3. ANALISIS DE RESULTADOS

En primer lugar, vamos a efectuar un estudio comparativo en base a la apli-

cación de las seis medidas de desigualdad seleccionadas a lros subconjuntos o

grupos de una serie de tablas de decilas obtenidas para distintas características.

Se analizará el grado de asociación entre las distintas medidas de desigualdad

según la ordenacián que hacen de los grupos de cada conjunto.

Las tablas de decilas de la encuesta «Diferencias relativas^ de renta^ a las

que se han aplicado las seis medidas de desigualdad (3) son las siguientes:

1. Renta distribuida por hogar según categoria sbcioeconómica del cabeza
de familia.

2. Renta disponible por hogar según categoría 5ocioeconómica del cabeza de
familia.

3. Renta disponible por persona según cate,goría socioeconómica del cabeza
de familia.

4. Renta distribuida por hogar según edad del cabeza de familia.
5. RQnta distribuida por hogar según el núrnero de perceptores activos del

hogar. ,
6. Renta disponible por persona según tamañ^o del hogar.
7. Renta disponible por persona según tamaño del municipio.
8. Renta por perceptor activo según categoria socioeconómica del perceptor.

(3) En algunas tablas existen decilas con renta nula, lo que ha impedido aplicar en dicho
easo la varianza del logaritmo de la renta.
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9. Renta primaria por perceptor activo según el nivel de instrucción del

perceptor.
10 Renta primaria por perceptor activo según la edad del perceptor.

Los resultados para las características anteriores aparecen en lo^ cuadros

1 a l0. En la parte aa de cada cuadro se refleja la participación en porcentaje

en la población y en la renta total de cada uno de los subconjuntos considerados,

asf como las rnedidas de desigualdad de los mismos. En la parte ba se indica

para cada una de las medidas consideradas el número de orden --en una ordena-
cián de menor a mayor-- que correspande a cada grupo o subconjunto en que se
ha dividido el colectivo total. Finalmente, en la parte c) se refleja el grado de

asaciación entre medidas de desigualdad. Este grado de asocia^ción s+e ha obtenido

aplicando a los dat,os del apartado b) la medida y de Goodman-Kruskal (4 } que

viene dada por la siguiente expresión:

P -- Q

Y p+Q
[4ó]

Veamos qué significado tzenen los símbolos P y Q en la expresión anterior.

En la comparacián de dos medidas determinadas, se toma cada par de subcon-

juntos y se observa su respectivo númer^ de orden en las dos medidas de des-

igualdad. Si existe una relación directa, es decir, si existe la misma ordenación

relativa de los dos s^ubconjuntos, en ambas medidas, entonces el par es positivo;

en caso contrario, el par es negativo. P es precisamente el número de pares posi-

tivos, mientras que Q es el número de pares negativos. Como P^-}- Q es el nú-

mero total de pares, el coeficiente y es la proporción de pares pos^itivos menos

la proporción de pares negativos. EI coeficiente varía entre --1 y 1.

En los grupos del euadro 1(Renta distribuida por categoria socioeconómica) ,

el grado de asociación entre las distintas medidas es muy elevado, excepción
hecha de I(v : z}, para la que la categoría inactivos aparece como la de menor

desigualdad, a diferencia de las^ otras medidas en que ocurre todo lo contrario.

^onviene señalar que en dicha categoría las cinco primeras decilas aparecen con

renta nula. Este fenómeno no se presenta en los restantes cuadros clasificados

por categoría sacioeconómica: 2, 3 y 8. En t^dos ellos, el grado de as^ociación de

las distintas medidas es 1 ó próximo a 1. En ninguno de estos cuadros aparecen

rentas nulas, ya que se refieren a renta disponible tlos dos primeros^} y a renta

por perceptor activ^o.
En el cuadr© 4, donde se considera la renta distribuida según la edad del

cabeza de farnilia, aparecen tres medidas [ IG, E y I(z : v) l con idéntica orde-

nación, siendo su grado dP asociación con Ias dos restantes nula (v } o muy

baja [I tv : z} l. En cambio, en el cuadro 10, referido a la renta primaria por

perceptor activo según edad del perceptor, el grado de asociación entre las

t^} Véase e este respecto WBiss (1968, pp. 198 y ss.^.
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CÓ!4íPARACION ENTF^E DIVERSAS 4IEDTDAS DE DESIGVALDAb E7

cinco medidas anteriores es la unidad, presentando únicamente diferencias de

ordenación la medida Vi,n. Esta medida no se pudo caleular en el cuadro 4 por

existir decilas c.on rentas^ nulas.

En el cuadro 5(R,enta distribuida por hogar según el número de perceptores

activos) vuelve a presentarse el mismo fenómeno, pero más acentuado que en el

cuadro 1. En esta ocaeión el grado de asociacián entre 1(v : z) y las dem^s me-

didas es cero.

En el cuadro 6, que se refiere a la renta dis^onible por persona según tama-

ño del hogar, el grado de asociación entre cada par de medidas es de 1, excep-

ción hecha de VI„ti y 1(v : z) , que tienen id8ntico comportamiento, pero cuyo

grado de asociación con el resto es de 0,8.

En los d^s cuadros restantes (? y 9}, clasificados por tamaño del municipio y

nivel de instrucción, respectivamente, aparecen grados de asociación perfecta a

la vez que grados de asociación muy ba ĵ os.

Resumienda la anterior, señalaremos que las medidas I(v : z) y Vjm son las

que presentan, especialmente la primera, un comportamiento más anórnalo, mien-

tras que la^ cuatro restantes mantienen en general un elevado grado de aso-

ciación.
En lo que antecede hemos comparado cámo quedaban ordenados los grupos

pertenecientes a un conjunto al aplicar distintas medidas de desigualdad. Ahora

vamos a examinar la desigualdad total para las diez agrupaciones aonsideradas,

y su desagregación en desigualdad intra-subconjuntos y desigualdad entre-subcon-

juntos. Como ya se ha indicado, únicamente se puede calcular dicha desagrega-

ción con la medida varianza de los logaritmos de la renta y con las dos medidas

basadas en la te^oría de la información. En el cuadro il se han recogida los resul-

tados obtenidos.

Conviene señalar que la desigualdad total para una medida determinada de-

bería ser, en teoría, idóntica en los casos en que coincide el concepto a que se

aplica. Por tanto, la desi,gualdad total debe coincidir en las agrupaciones 1, 4 y 5,

ya que t^odas ellas se refieren a renta distribuida por hogar. Otro tanto cabrfa

decir, por una parte, de las agrupaciones 3, 4 y 7, referidas a renta disponible

por persona, y por otra, de las^ agrupaciones 8, 9 y 10, referidas a la renta pri-

maria por perceptor activo. Las diferencias que puedan aparecer dentro de un
.

mismo concepto se deben exclusivamente a los efectos de la agregación de las

datos por decilas. De la observación de la columna (3) del cuadro 11 se deduce

que para las medidas basadas en la teoría de la información las ► oscilaciones de
la desigualdad total para un mismo concepto son, en general, pequeñas, a diferen-

cia de lo que sucede con la varianza del logaritrno de la renta, medida para la

cual las diferencias llegan a ser considerables.

Otra observación previa que conviene hacer. Cuando la agrupación se hace

en funcián de la edad, númera de miembros de ia familia, o de cualquier otra

caracterís^ica que no suscite problemas de interpretación, la desagregación de la

desigualdad en sus dos componentes (intra-subconjuntos y entre-subconjuntos)
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CUADRO 11

DESIf^UALDAD TOTAL Y SU DESCOMPOSICION PARA DISTINTAS AGRUPACIONES

A G R U P A C I O N E S
Medidas
de des-

igualdad

Desigual-
dad entre
subcan-
juntos

(1)

Desigual-
dad intra
subcon-
juntos

(2)

Desigual-d^

total

(3)

(i)
• 100(3^

1. Renta distribuida por hogar V - - .-- ..-_
según categorfa, socioeconó- I(y : x) 0,15?2 0,2115 0,3887 42,63
mica del cabeza de familia. I (x : y) 0,1805 0,1195 0,3000 60,17

2. R^enta disponible por hogar V 0,5659 0,4454 1,0113 55,95
según categoría socioe^onó- 1(y : x) 0,0891 0,1671 0,2382 29,25
mica del cahe2a de familia. t(x : y) 0,0847 0,2098 0,2743 23,58

3. RQnta disponible por persona V 0,5730 0,3882 0,9391 81,01
según categoria socioeconó- I(y : x) O,Q522 U,1690 0,2212 23,59
mica del cabeza de familia l fx : y) 0,0482 0,1791 0,2273 21,21

4. Renta distribuida por hogar V -- - --. --
según edad del cabeza de fa- I(y ; x) 0,0882 0,2897 0,3579 19,05
milia. 1(x : y) 0,0940 0,2623 0,3563 26,39

5. Renta distribuida por hogar V -- -- -- --
según el núrnero de percepto- f(y : x) 0,1648 0,1934 0,3582 46,00
res activos del hogar. I(x : y) 0,3434 0,1608 0,4642 85,36

6. Renta disponible por persona V 0,264i 0,4129 0,6770 39,02
según tamaño del hogar. 1(y : x) 0,0249 0,1938 0,2187 11,38

I(x ; y) 0,0247 0, I993 0,2240 1I,01

7. Renta disponible por persona V 0,838? 0,4170 1,0557 84,50
según tamaño del município. I(y : x) U,0188 0,1988 0,2136 7,86

I(x ; y) 0,0178 0,2()65 0,2241 7,88

8. Renta primaria por perceptor V 0,8026 0,3435 1,1461 70,03
activo según categoría socia- I(y ; x) 0,0768 0,139+D 0,2158 35,57
ecvnómica del perceptor. T(x : y) 0,0884 4,1540 0,2225 30,76

9. Renta primaria por perceptor V 0,3298 0,3889 0,6984 47,19
activo s^egún nivel de instruc- I(y : x) 0,0624 0,1342 0,1926 32,39
ción del perceptor. I(x : y) 0,0508 0,1800 0,2309 22,02

l0. Renta primaria por percep- V 0,4697 0,4083 0,8781 53,50
tor activo según edad d^el I(y : x) 0,0216 0,1829 0,2045 10,55
perceptor. 1(x: y) 0,0242 0,1935 0,2177 11,10

tendrá un significado claro. En cambio, no ocurre lo mismo con la categ^oría

socioeconómica. A1 hacer una clasificación de este tipo se pretende, en definitiva,

estratificar la población en grupos homogéneos y, naturalmente, una de las con-

diciones para que exista tal homogeneidad dentra de cada categoría es que la

renta sea muy ^emej ante. Por tanto, cuando la desigualdad dentro de cada uno

de estos grupos es elevada, será esto un indicador de que la estratificación por
categorías socioeconómicas no es Ia adecuada.
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Volviendo a los resultados del cuadro 11, señalaremos que es muy similar

en bastantes casos el comportamiento de las^ rnedidas 1( y: x) e I(x : y). Sin

embargo, en las agrupaciones 1 y 5 estas dos medidas conducen a resultaados

opuestos: en la agrupación i la desigualdad entre-subconjuntos supera al 50 por

100 de la desigualdad total en el caso de 1(y : x), no llegando a esa cota cuando

se considera 1 íx : y); en la agrupación 4 sucede j ustamente io contrario. Por

otra parte, la medida V tiene un comportamiento radicalmente dis^tinto a las

dos medidas basadas en la teoria de la información; como ejemplo extrem^o de

esta disparidad, ser^aiaremos la agrupación 7, donde la razón tdesigualdad entre-

subconjuntos/desigualdad total} X 100 alcanza el valor de 60,50 para V, mientras

que en las otras dos medidas no llega a 8.

Com.o conclusión final de este estudio, señalaremos que de las seis medidas
seleccionadas, la más adecuada, a nuestro juicio, es I(y : x}, por Ias dos razo-

nes siguientes. En primer lugar, en la ordenación de los grupos de un conjunto
se comporta de manera similar a las medidas IG, v y E. En segundo lugar, con
la medida 1(y : x) , a diferencia de las anteri^res, se puede desagregar la des-

igual+^,d total. Ya hemos visto que las otras dos medidas que permiten tal des-
agregación presentan ciertas anamalías.
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